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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo so-
bre as diferentes possibilidades para a cons-
trucdo de uma espiral logaritmica em pro-
gramas de geometria dindmica. Sdo divul-
gados os dois principais métodos de dese-
nho da espiral: (1) baseado em tridngulos
aureos e (2) baseado em retangulos dureos.
Como ambos sdo flexiveis para a adogdo de
varios algoritmos, sdo sugeridas mais duas
solucdes para cada caso especifico. Obtém-
se entdo (sem restringir outras possibilida-
des) um total de quatro alternativas plausi-
veis. Mostra-se também, que num programa
de geometria dindmica, é possivel criar uma
ferramenta associada a cada solugdo. Os
passos necessarios para a constru¢do com-
pleta da espiral sdao escondidos, e o resulta-
do passa a depender apenas da indicacdo
de poucos parametros iniciais como, por
exemplo, dois pontos.
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Abstract

This work analyses the different
possibilities for the construction of a
logarithmic spiral within dynamic geometry
software. The two major spiral drawing
methods are presented: (1) the golden
triangle method and (2) the golden rectangle
method. Since both methods are open to the
use of several algorithms, two additional
solutions are suggested for each specific
case, making up four plausible alternatives.
It is also shown that it is possible to create
in a dynamic software a tool associated to
each solution. The steps needed for the
completion of the spiral are hidden and the
solution becomes dependent on just a few
initial parameters as, for example, two
points.

Key words: algorithms, logarithmic spiral,
dynamic geometry.

Introducdio

A natureza esta cheia de exemplos que
apontam para a existéncia de uma unidade
ou ordem comum, cuja explicagdo sé é en-
contrada através da matemética. Ao longo
dos tempos, a chamada se¢do aurea, tam-
bém conhecida como proporcio divina, tem
sido uma constante fonte de inspiragdo para
artistas e arquitetos (GHYKA, 1977;
HUNTLEY apud WELLS, 1987; DOCZI,
1990). A andlise do formato de galéxias, de
conchas, e também do centro de margari-
das e girasséis mostra que um certo tipo de
espiral representa um caso particular desse
amplo processo para a formagao de padroes.
Trata-se da espiral logaritmica.

Como parte de uma proposta de ensi-
no, sugere-se que com o auxflio do compu-
tador e através de conhecimentos em geo-
metria plana, seja criada uma ferramenta

ou comando que gere uma espiral
logaritmica aproximada a partir de apenas
alguns  pardmetros de entrada.
Primeiramente é feita uma anéilise da
construgdo, expondo-se os procedimentos
necessarios para se construir a espiral.
Depois sao escolhidos dois programas de
geometria dindmica, nos quais sdo
implementadas as diferentes solu¢ées para
a criagdo do modelo: Cabri Géomatre li
(LABORDE & BELLEMAIN, 1994) e The
Geometer’s Skecthpad 3 (JACKIN, 1995).

Caracteristicas da Espiral Logaritmica

Para classificar uma espiral como
equiangular ou logarftmica, é necessario que
qualquer um de seus vetores radiais deter-
mine um angulo constante com a sua tan-
gente num ponto de interse¢do da curva (Fi-
gura 1). Entretanto, a propriedade mais sur-
preendente de uma espiral desse género se
refere ao crescimento roto-homotético de
seus estagios (GHYKA, 1977). Para quaisquer
dois arcos escolhidos em porgées aleatori-
as, verifica-se a semelhanca de seus forma-
tos, pois varia-se em tamanho, mas mantém-
se a forma.

Figura I1: Angulo o constante.

Dois métodos fundamentais sdo apre-
sentados para se construir uma espiral
logaritmica aproximada. O primeiro depen-
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de da determinagdo de tridngulos dureos’ e
o segundo depende da determinagdo de
retangulos dureos?.

Método 1 - Trigngulos Aureos

Em uma estrela de cinco pontas, varias
relagdes indicam o valor da secdo durea. Na
Figura 2 pode-se verificar que:

Figura 2: Estrela de cinco pontas e tridngulo dureo.

Quando o tridngulo dureo BDE é isola-
do, e a bissetriz do dngulo DBE é determi-
nada, encontra-se novamente o valor de f
pela razdo EF/DF. Nesse caso, pode-se afir-
mar que tanto o tridngulo original BDE, quan-
to o recém descoberto BDF sio equivalen-
tes. A Figura 3 mostra que, quando este pro-
cedimento de divisdo é repetido varias ve-
zes, obtém-se uma seqiiéncia de tridngulos
em roto-homotetia. Nessa configuragdo,
podem ser tragados arcos de circulo, cujos
angulos de abertura correspondem a 108°.
Define-se, assim, o primeiro método de cons-
trugdo da espiral, no qual os trechos da cur-
va sdo determinados por estes arcos em
recursdo (centro em P_e passando porP_, e
P_, para n>=3).

Como um dos objetivos deste trabalho
é mostrar a possibilidade de construcdo de
uma ferramenta automatizada para uso em

programas de Geometria dindmica, sdo pro-
postos dois algoritmos baseados nesta linha
de raciocinio (Figuras 4 e 5):

Figura 3: Conjunto de tridngulos em roto-homotelia.

Algoritmo 1A

1. Criar o ponto A,

2. Criar o ponto B,

3. Tragar o segmento s: Ligagdo dos pon-
tos A, e B,.

4. Criar o ponto C: Rotagio de A, (centro
B,) por um angulo de 36°.

5. Tragar a bissetriz r;: Definida pelo an-
gulo A C B,

6. Criar o ponto D Intersecdo de s, com
A

7. Tragar a bissetriz r ,: Definida pelo &n-
guloB,D,C,.

8. Tragar o circulo c;: Centro em D, e raio
= comprimento de B D,.

9. Criar o ponto E: Interse¢do de ¢, com
rDZ'

10. Tragar o arco a,: Definido pelos pon-
s B; E, e C.

11. Considerar os pontos D e C, como A,
e B, e repetir os passos de 3 a 11.

! Tridngulo isbsceles cujos angulos valem 72°, 72° e 36°

2 Retdngulo cuja razdo de seus lados adjacentes corresponde ao valor da secio durea.
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Figura 4: Imagem gerada pela primeira passagem
do algoritmo 1A.
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Figura 5: Imagem gerada pela primeira passagem
do algoritmo 18.

Método 2: Retdingulos Aureos

Cada retangulo aureo pode ser dividi-
do em um quadrado e em outro retangulo
semelhante. Se para cada novo retangulo en-
contrado, 0 mesmo processo de divisdo for

Algoritmo 1B

1. Criar o ponto A,

2. Criar o ponto B,

3. Criar o ponto C;: Rotagdo de A (centro
B,) por um angulo de 36°.

4. Tragar o segmento s : Ligagcdo dos pon-
tos A, e B,

5. Tragar o segmento s ,: Ligagdo dos pon-
tosB ey

6. Tracar o segmento s ;: Rotagdo de s,
(centro C,) por um angulo de 36°.

7. Criar o ponto D: Intersegdo de s;, com
By

8. Criar o ponto F: Rotacdo de C, (centro
D,) por um angulo de 36°.

9. Tragar o arco a;: Definido pelos pontos
BeFu G

10.  Considerar os pontos D e C , como
A, e B, e repetir os passos de 3 a 9.

repetido, deve-se formar uma nova seqliéncia
de poligonos em roto-homotetia. Entretanto,
esta Gltima difere da seqiiéncia do método
anterior pelo fato destes poligonos serem
retingulos, ndo mais triangulos. Como
mostra a Figura 6, a construgdo da espiral
também é feita de forma recursiva. Cada
passo da curva é formado por um arco
circular de 90°.

Figura 6: Conjunto de quadrados e retidngulos em roto-homoletia
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Outros dois algoritmos de construgio
sdo propostos (Figuras 7 e 8):

Algoritmo 2A

1. Criar o ponto A,

2. Criar o ponto B,..

3. Tragar o segmento s : Ligacdo dos pon-
tos A e B,

4. Tracar o circulo c,: Centro em A, e raio
= comprimento de A B_.

5. Tracar a reta r,,: Perpendicular ao seg-
mento s, passando por B,

6. Criar o ponto C: Intersegdo de r,, com
£ e
7. Tracar a reta r_,: Paralela ao segmento
So1» Passando por C.

8. Tracar a reta r ,: Perpendicular ao seg-
mento s, passando por A,

9. Criar o ponto D: Intersecdo de r, com
Fss

10.  Criaro ponto E: Ponto-médio entre
C,eD,.

1. Tragarocirculo ¢ ,: Centroem D e
raio = comprimento de D E .

12, Tracar o segmento s ,: Ligagcdo dos
pontos A e E,.

13.  Criar o ponto F: Intersecao de c,,
coms,,.

14.  Tracar a circunferéncia c,: Centro
em A e raio = comprimento de A F.

15.  Criar o ponto G: Intersecdo de s,
com c,.

16.  Tragar a reta r ,: Perpendicular ao
segmento s, , passando por G,..

17.  Tragar a reta r: Paralela ao
segmento s, passando por H,.

18, Criar o ponto | Intersecdo de r,,
comr,.

19.  Criar o ponto J: Intersecdo de s,
com c,,.

20.  Tragar o arco a: Definido pelos pon-
tos L, ) e A,

21.  Considerar os pontos |, e G, como

A.e B, e repetir os passos de 3 a 21.

foz P Co3

(Ho
Tos
e o

Figura 7: Imagem gerada pela primeira passagem
do algoritmo 2A.

Algoritmo 2B

1. Criar o ponto A,

2. Criar o ponto B,

3. Tracar o segmento s : Ligagao dos pon-
tos A, e B,

4. Tragar a reta r: Perpendicular com o
segmento s, passando por B .

5. Criagdo do ponto C: Homotetia do pon-
to B, por A, com fator = 0.61803.

6. Tracar o circulo ¢ : Centro em B e raio
= comprimento de A B,.

7. Criar o ponto D Interse¢do de c, com
I, (pela esquerda).

8. Criar o ponto E: Intersecdo de c, com
r,, (pela direita).

9. Criar o ponto F: Homotetia do ponto D,
por A, com fator = 0.61803.

10.  Tracar a reta r,,: Passando por C e
F..

11. Criar o ponto G: Intersecdo de c,
com r,, (pela esquerda).

12.  Tragar o arco a,: Definido pelos pon-
tos A, G, e D,. )

Considerar os pontos F e C,como A, e B, e
repetir os passos de 3 a 12.
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Figura 8: Imagem gerada pela primeira passagem do algoritmo 28,

Macros e scripts

Os programas de geometria dindmica
utilizados sdo o Cabri Géomeétre lle o The
Geometer’s Skecthpad 3. Os dois possuem
recursos para a construgdo de ferramentas
personalizadas. Os procedimentos criados
pelo usuario no Cabri e no Skecthpad sdo
respectivamente denominados macros e
scripts. Em termos conceituais, ambos tém
um significado comum. Um script
corresponde a gravacdo de uma seqiiéncia
de construgdes geométricas de objetos e das
relagGes entre os mesmos. Quando ele é dis-
parado pelo usudrio, as figuras sdo desenha-
das automaticamente na tela.

Fatores de escolha dos algoritmos

A atividade da programacao estruturada
da solugdo informatica (ou de uma das solu-
coes possivels) para um problema dado € a
Unica capaz de explorar a dimensdo nova
fo método da resolugdo ordenada) aberta
pelo computador na paisagem escolar. Nio
hd razio nenhuma para que essa
programacdo sefa de nivel étimo, do ponto

de vista da eficdcia, da elegdncia, da
rapidez ou da utilizagao integral das possi-
bilidades dos computadores que hoje
ingressam nas escolas. (VITALE, 1991:20)

A escolha do algoritmo “ideal” para a
construcdo de um procedimento realizado
porum aluno, em um ambiente de ensino, é
uma questdo polémica. Quando VITALE
(1991) comentou sobre o uso da programa-
¢do estruturada para a resolucgdo de proble-
mas no ambito educacional, tornou pablica
a sua idéia de que o aluno deve privilegiar
a construgdo de procedimentos explicitos,
claros e transparentes, ao invés de se preo-
cupar com a escolha de uma solucgio
“6tima” para o computador, As justificativas
que fundamentam essa afirmacgdo estio
ligadas aos resultados de seus experimentos
realizados com o LOGOde PAPERT (VITALE,
1991).

Os programas de geometria dindmica,
ao contrario do OGO, utilizam um estilo
de interagdo baseado em W/AIPS. Em vez
de digitar uma série especifica de coman-
dos, o usudrio é guiado, com a ajuda da

> WIMP € um acrénimo da lingua inglesa que conjuga os conceitos de Janelas, Icones, Menus e Apontadores

(NIELSEN, 1993).
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manipulagdo direta, por icones e menus até
as ferramentas do sistema. Seja qual for o
micromundo® (Cabri Géométre Il ou The
Geometer’s Skecthpad 3) em uso, sao estas
altimas que proporcionam a cria¢do e a mo-
dificagdo dos elementos geométricos em
cada modelo.

O tempo de resposta é importante por-
que esta sendo usada a manipulagao direta.
Afinal, se a geometria é dindmica, ndo se
deve descartar uma solugao intermediaria,
conjugando a transparéncia com a rapidez.
As N passagens do algoritmo precisam se
adequar ao limite da meméria e ao tempo
de processamento da aplicagao no compu-
tador. Ao clicar e arrastar os pontos de con-
trole de uma espiral logaritmica, julga-se
desejavel que toda a estrutura possa ser
recalculada e reposicionada num tempo
curto o suficiente para manter a impressdo
de movimento continuo”.

De acordo com SHNEIDERMAN
(1998), quando é procurada a solugdo para
um problema complexo, e existem vérias
possibilidades para resolvé-lo, os usuérios
passam a adaptar a forma com que eles tra-
balham de modo a diminuir o tempo de res-
posta que o sistema oferece. Sera que a pro-
dutividade num ambiente de ensino deve ser
a mesma procurada num local de trabalho?
Ndo se trata de pressionar os alunos para
que eles apresentem solucées em tempo re-
corde. Quando lidamas com a criagdo e o
uso de ferramentas (que disparam a execugdo
de algoritmos estruturados), existem duas eta-
pas com propdsitos diferentes:

1-Criacdo da ferramenta - o usuario
gasta o tempo necessario para raciocinar em
cima de um problema que deseja resolver.
Ele interage com o sistema, reflete, faz

questionamentos e descobre uma solugao
com a ajuda dos recursos que lhe s3o ofere-
cidos. Uma vez que ele tenha descoberto e

.compreendido todo o processo de constru-

¢do, é possivel entdo criar uma ferramenta
que esconde e engloba a seqGéncia com-
pleta dos passos para a resolugdo do mode-
lo. No caso da espiral logaritimica, a solu-
¢do representa um arco isolado que sera re-
petido quantas vezes o usuario desejar.

2-Uso da ferramenta — o seu processo
de criacgdo foi elaborado na etapa anterior,
e 0 usuario ndo esta mais envolvido com o
raciocfnio que o levou a construgcdo do
algoritmo inicial. Sua intencdo, ao
selecionar a nova ferramenta, é obter o
tracado automaticamente pela indicagdo de
poucos pardmetros iniciais, ndo deixando
vestigios da maneira pela qual foi elaborado.
Ele pode até mesmo construir novos
elementos a partir do modelo obtido. Entre-
tanto, se o algoritmo inicial for ineficaz, a
medida que novos elementos forem surgindo
poderd haver uma queda na qualidade de
servico da aplicagdo. O proprio usuario
deverd pensar em uma solucdo mais
adequada.

Como poderao ser avaliados os fatores
que contribuem para a eficicia do algoritmo?
Qual deles aparenta ser o mais adequado?
As estatisticas trazem as pistas (Tabelas 1,
2,3, e 4).

O algoritmo 2A possui 9 passos por eta-
pa, o 1B tem 20 passos. O primeiro é mais
otimizado pois, além de ser menor, cria pou-
cas instincias de objetos. Entretanto, o
algoritmo 1B s6 precisa de dois pontos inici-
ais, 0 2A requer mais um parametro (dngulo
de 36°). Se é possivel construir uma espiral

6 Micromundo é um ambiente de aprendizado. Ele se baseia em regras e permite a exploram;ao criativa dos

conceitos trabalhados pelos aprendizes (MADDUX et al.,

1997).

7 Para manter a ilusdo de movimento, deve haver uma taxa minima de 24 quadros por segundo. Este é o padrio

usado pela industria cinematografica.
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logaritmica com apenas dois pontos de
entrada, que sentido faz acrescentar mais
um valor numérico? A resposta é Gbvia. Even-
tualmente, as solugdes que dependem de

mais pardmetros iniciais também possuem
um menor ndmero de passos. A comparagio -
do algoritmo 2B com o 1B é mais um
exemplo que se enquadra neste caso.

Objetos | Ocorréncias Quantidade

Ponto Ag, Bg, Co, Do, Eo 5

Reta o1, Moz 2

Segmento So 1

Circulo Co 2

Arco ao 1

Dado Numérico 36° 1

Dados Iniciais Aq, By e angulo = 36°
Numero de passos por etapa 10

Tabela 1: Estatisticas do algoritmo 1A.

Objetos Ocorréncias  Quantidade

Ponto Ao, Bo, Cm, Coz, Do, Eo' Fa 6

Reta - 0

Segmento So1,S02 So3 3

Circulo - 0

Arco ap 1

Dado Numérico 36° 1

Dados Iniciais Ao, By e dngulo = 36°
Numero de passos por etapa 9

Tabela 2: Estatisticas do algoritmo 2A,

Objetos Ocorréncias | Quantidade
Ponto AO,BQ, Cg, - .,Ho, la,Jg. 10

Reta Fo1, Toz, T'o3, Toa, o5 5
Segmento Su1,So2 2

Circulo Co1, Coz, Coz 3

Arco ap 1

Dado Numérico - 0

Dados Iniciais Ace By
Numero de passos por etapa 20

Tabela 3: Estatisticas do algoritmo 18.
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Objetos Ocorréncias Quantidade

Ponto Ag,Bo, Cy, Dy, Eg, Fo, Gy 7

Reta To1, oz 2

Segmento So 1

Circulo Co 1

Arco ao 1

Dado Numérico 0.61803 1

Dados Iniciais : Ap e Bpe valor = 0.62
Numero de passos por etapa 12

Tabela 4: Estatfsticas do algoritmo 28.

Cabri Géométre Il

Ao construir os quatro algoritmos da es-
piral logaritmica no Cabri Géomeétre Il, po-
dem ser observadas algumas particularida-
des deste programa. As principais sao:

e Utiliza-se a sintaxe pré-fixada para
construir cada passo do algoritmo. Primeiro
sdo selecionadas as ferramentas, depois os
objetos.

e Para criar uma macro, o usuario
deve escolher os objetos iniciais, depois os
objetos finais e somente entdo definir a sua
identidade.

e Jaque sdo escolhidos os objetos fi-
nais, nao ha necessidade de esconder os
objetos auxiliares da construgdo.

e Uma macro n3o mostra 0s passos
de execugdo quando é utilizada, tornando-
se indecifravel para o usuario que nao a
criou.

s Para utilizar uma macro, basta o
usudrio selecionar a ferramenta que a ca-
racteriza e depois indicar os objetos inici-
ais. O programa desenha automaticamente
o modelo na tela (Figura 9).

e Nio existe o conceito de macros
recursivas, Para criar N passos da espiral
logaritmica, o usuario repete a sua chama-
da N vezes.

0.6180339887

Figura 9: Resultado de uma macro (Cabri Géométre
/).

The Geometer’s Sketchpad 3

O programa The Geometer’s Skecthpad
3 também possui caracteristicas singulares.
A construgdo dos quatro algoritmos propos-
tos indicam as seguintes:

e Utiliza-se a sintaxe pds-fixada para
construir cada passo do algoritmo. Primeiro
sdo selecionados os objetos, depois as ferra-
mentas.

e Existem duas possibilidades para
gerar um script. (1) O usuério constréi o mo-
delo, seleciona todos os seus elementos, e
depois identifica o novo script. (2) O usua-
rio dispara a gravagdo de seus atos, constroi
o modelo e depois para tudo, identificando
0 hovo script. ’

e [ preciso esconder os objetos auxi-
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liares de construcdo, pois ao contrario do
Cabri, ndo ha uma definigdo de quais sejam
os objetos finais (Figura 10).

o Para utilizar um script, também
existem duas possibilidades diferentes: (1) o
programa o executa automaticamente. (2)
0 programa mostra passo a passo a execucao

do algoritmo associado (Figura 11).

° Existe o conceito de recursio para
scripts. Ao criar a espiral logaritmica, o usu-
ario s6 precisa requisitar uma Gnica vez o
script em questdo. Cabe a ele decidir o grau
de recursio desejado. A Figura 10 indica um
grau de recursdo igual a 4.

| Point B
4 PointA

| Steps:

‘1. Let[B]=
! 2. Let [ = Segment hetween Point B and Point A,
- 3. Let[id = Segment between Point & and Point [B).

Image of Point B rotated 36 degrees about center Point A, .

f 4. Let[K] = Image of Segment [] rotated 36 degrees about center Point[B]. |

i 5, Lel [C] = Intersection of Segment [K] and Segment [i}.

i} 6 Let[B]= Image af Paint[B] rotatad 36 dearees about center Point (=]
. 7.Let[al]= Arc through Paints A, [B'] and [B]

Figura 11: Script execulado passo a passo (The Geometer’s Sketchpad 3).
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Concluséio

As espirais logarftmicas sdo encontra-
das em varios elementos da natureza, des-
de galaxias até os centros de girass6is. Uma
espiral deste género é caracterizada pelo
crescimento roto-homotético de seus esta-
gios. A partir do tragado de triangulos ou
retangulos dureos, é possivel obter constru-
¢oes aproximadas desta classe de curvas.

Neste trabalho foram propostos, com o
auxilio de programas de geometria dindmi-
ca, quatro algoritmos diferentes para se
tracar uma espiral logaritmica. Estas alter-
nativas foram buscadas para a criacdo de
uma ferramenta capaz de automatizar a ta-
refa de construgdo. No decorrer deste pro-
cesso, questionamentos sobre a qualidade
dos algoritmos foram realizados. Acredita-
mos que, mesmo em um ambiente de apren-
dizado, os fatores que influenciam a veloci-
dade do processamento de uma aplicagdo
nao devem ser descartados.

Foram utilizados os programas Cabri
Géometre 1l e The Geometer’s Skecthpad 3.
O tracado das espirais em cada um deles
mostrou que ambos possuem diferentes abor-
dagens de interface, apresentando vantagens
e desvantagens.

Procuramos, através deste trabalho, ndo
somente motivar o estudo do tema, mas tam-
bém alimentar o debate sobre as questdes
da informéatica na educagio, e a influéncia
que a ergonomia de interfaces homem-com-
putador exerce sobre as mesmas.
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