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Resumo

Este trabalho apresenta uma analise
geométrica dos eixos rotacionais do cubo e
de planos secantes em fun¢io desses mesmos
eixos, propondo uma leitura de formas
poliédricas regulares e semi-regulares
inscritas no hexaedro regular. Propde que a
articulagdo entre eixos rotacionais e secbes
planas pode se constituir num importante
instrumento de analise e pesquisa que
possibilita a geracdo de infinitas outras
configuracbes, apresentando-se como mais
uma ferramenta disponivel para arquitetos,
designers e outros profissionais envolvidos
com a organizacdo espacial da forma.
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Abstract

This work presents a geometric analysis
of the rotational cube axes and cutting planes
regarding this same axes, suggesting a reading
of the regular and semi-regular polyhydric
form inscribed on the regular hexahedra. It
suggests that the articulation between
rotational axes and sectioning planes can
become an important instrument of analysis
and investigation that makes the creation of
infinite other configurations real, showing
itself as another available tool for architects,
designers and other professionals in the area
of spatial organization of the form.

Keywords: cube, symmetry, rotational axes,
cutting planes, polyhydrics forms.

Introducdio

As simetrias se constituem num
importante instrumento de organizacdo
espacial, sendo largamente utilizadas por
arquitetos, designers e outros profissionais da
forma. Seu emprego permite atribuir
caracteristicas harmonicas e esteticamente
agradaveis as formas e objetos, sejam eles
de qualguer natureza. A prépria natureza
pode ser interpretada a partir das simetrias,
apresentando uma infinidade de exemplos
de sua presenca nos mais variados ramos em
que costuma ser dividida (WOLF & KUHN,
1959; ROHDE, 1982).

No campo da matemdtica e, mais
especificamente, no da geometria espacial,
os poliedros regulares sdo aqueles que
apresentam relacdes de simetrias muito ricas
e costumam ser bastante explorados na
organizag¢do do espaco tridimensional.
Dentre eles, o cubo é o que tem suas
regularidades mais explicitas e, sem divida,
¢ o mais investigado e utilizado, dada sua
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simplicidade e capacidade de modulacio
do espaco.

Normalmente os trabalhos que tratam
“sobre composicao plastica pouco discutem
a respeito dos aspectos geométricos da forma
e, quando a abordagem parte do ponto de
vista das questdes matemdticas, acaba se
restringindo as propriedades geométricas,
sem apontar para a investigacdo e criagio
de outras formas. Assim, neste trabalho, ¢
que se pretende é justamente fazer uma
analise geométrica dos planos secantes do
cubo a partir dos eixos rotacionais no sentido
de mostar possibilidades de pesquisa e
geracdo de formas poliédricas com base
nesses elementos. Os troncos obtidos a partir
das simetrias rotacionais facilitam a tarefa
de agrupamento, pois as partes resultantes
geralmente guardam relacbes métricas que
definem maior unidade aos conjuntos
estabelecidos (NASCIMENTO et al, 2001).
Antes de discutir as relagdes de simetria no
cubo, segue uma breve revisiao sobre as
transformagoes rigidas no plano.

Simetrias no plano

Weyl (1997) aponta que, na linguagem
coloquial, o termo simetria costuma ter dois
significados: por um lado pode indicar algo
bem proporcionado e, por outro, se
caracteriza pela simetria da esquerda para
a direita, associada a imagem de uma
balancga: a simetria bilateral. No campo da
matematica, a simetria é explicada como
uma operacgio de transformacéo isomorfica,
ou seja, o objeto ou forma é repetido sem
alterar sua configuracdo. A operacio de
simetria que mantém a forma, alterando as
dimensdes é chamada de dilatacido, também
conhecida como simetria homeomérfica
(ROHDE, 1982). Se a operacido de simetria
conserva a forma e a dimensio é chamada
de “transformacéo rigida” e pode ser de trés



tipos, conforme ilustrados na figura 1.
- Translagao: repeticao do médulo
numa dire¢do e distincia determinada (1A).

- Rotagdo: repeticao na qual o médulo ~

gira em torno de um ponto segundo um
angulo definido (1B).

<«Modulo»

A: Translagéo

B: Rotag&o

- Reflexdo: a repeticao se da em
funcdo de um eixo sendo chamada de
simetria axial. E popularmente conhecida
como simetria bilateral, pois a figura é
repetida tal qual um espelho plano (figura
1C).

<«Modulo»

C: Reflexgo

Figural: Transformagées isomdrficas rigidas

Simetrias rotacionais no cubo

No espago tridimensional tais relacoes
de simetria também estdo presentes. Entre
os poliedros regulares e semi-regulares - os
chamados sélidos  platonicos e
arquimedianos - dadas suas leis de geracéo,
é possivel estabelecer-se aspectos simétricos,
tanto em relagdo a eixos, como em relacio
a planos. Eixos de simetria ou rotacionais se
caracterizam por retas passando por dois
elementos geométricos opostos do poliedro
e que determinam sua ordem
(NASCIMENTO, et. al., 2001). Sa (1982)
considera que os eixos rotacionais se
constituem numa importante forma de
analise desses poliedros, ainda que tais eixos
s6 facam sentido nas projecdes ortogonais
perpendiculares aos mesmos. Costa & Costa
(1996) fazem um estudo dos poliedros
regulares e semi-regulares, discutindo a
projecdo ortogonal dos mesmos em funcao

dos eixos rotacionais, apontando que tal
procedimento implica significativa
simplificagdo na representacio dessas
formas. Neste estudo a atencdo esta voltada
para o hexaedro regular, ou cubo, um dos 5
poliedros regulares, sendo formado por 6
faces quadradas, 8 vértices e 12 arestas.
Ghyka (1953) aponta para a importancia do
cubo naformacédo de malhas poliédricas, por
ser o Unico dos regulares com o qual se pode
preencher o espaco sem deixar vazios.

- Eixo bindrio: definido por uma reta
que passa pelo ponto médio de duas arestas
opostas. O cubo possui ao todo 6 eixos
binarios distintos. Sua projecdo ortogonal
num plano perpendicular a um dos eixos
binarios se reduz a dois retangulos iguais,
que sdc as duas faces visiveis {figura 2).
Girando-se o cubo de um angulo de 180°em
torno desse eixo, a imagem céincide com a
original (identidade), o que define a ordem
do mesmo.
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A Eixo ' B: Vista perpendicular a0 Eixo

Figura 2: Cubo - eixo bindrio

- Eixo terndrio: definido pela reta que representadas como losangos.
liga dois vértices opostos existindo, Rotacionando-o em angulos de 1202 em

portanto, quatro eixos ternarios. Se o cubo  torno do eixo a imagem se repete definindo
for projetado perpendicularmente ao eixo  trés identidades, o que determina sua ordem
ternario, tém-se trés faces visiveis ternaria (figura 3).
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Figura 3: Cubo — eixo terndrio

- Eixo quaternario: é definido pelareta  identidades se definem ao rotaciona-lo em
contendo o centro de duas faces opostas. O angulos 90°.  Isso implica que sdo
cubo possui ao todo trés eixos quaternarios. necessarias quatro rotacdes de 90° em torno
Projetando-se perpendicularmente ao eixo do eixo para se obter a rotagdo completa de
quaternério, apenas uma face é visfvel 3609 atribuindo-lhe o carater de quaternario

apresentando-se como um quadrado, cujas {figura 4).
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Figura 4: Cubo — eixo quaterndrio



Planos de simetria

Evidentemente, existem infinitas possibili-
dades diferentes de seccionamento do cubo por
um tnico plano. Entretanto, interessa aqui
analisar planos secantes em fungdo dos eixos
de simetria que, ainda também sendo infinitos,
definem relacdes interessantes que podem gerar
outras formas, regulares ou nao, e serem
criativamente aproveitadas na reorganizacio
do espaco. Uma classe particular de secoes é
aquela que define os planos de simetria.

Planos de simetria sdo entendidos como
aqueles seccionamentos que geram duas
partes simetricamente iguais, por reflexdo.
Cada plano de simetria contém quatro eixos
rotacionais. O cubo possui ao todo 9 planos
de simetria (RANGEL,1982), que dividem-
se em dois tipos:

- Plano de simetria I: este tipo de plano
passa pelo centro de quatro faces e quatro
arestas do cubo. Note-se que nele estdo
contidos dois eixos binarios e dois eixos
quaterndrios (figura 5A). O cubo possui trés
planos distintos que contém essas mesmas
caracteristicas. A secdo resultante deste
plano é um quadrado.

- Plano de simetria II: Esse segundo tipo
é definido por duas arestas opostas do cubo.
Note-se que contém dois eixos ternarios, um
eixo bindrio e um quaternério (figura 5B).
No cubo pode-se encontrar 6 planos distintos
com estas mesmas caracteristicas. A secao
resultante deste plano é um retangulo.

A 8

Figura 5: Planos de Simetria do cubo

Ovutros  planos  contendo  eixos

rotacionais

Ainda que ndo sejam considerados
“planos de simetria”, o cubo admite outros
planos secantes que, pelo fato de conterem
0s eixos rotacionais, lhes conferem
particularidades interessantes. O dado mais
significativo é que, se contém um eixo
rotacional passa pelo centro do cubo e,
assim, o divide em dois volumes iguais. Se
rotacionarmos adequadamente uma das
partes seccionadas em 180°, as duas ficardo
simétricas por reflexdo. Estes planos secantes
podem ser agrupados em funcdo do eixo
rotacional contido nos mesmos.

- Planos contendo o eixo quaterndrio.
Girando em torno deste eixo o plano varia
entre conter duas arestas opostas ou o centro
de duas faces opostas. Nos dois casos
extremos, o plano secante coincide com os
planos de simetria ja abordados anteriormente
(figuras 6A e 6B). Neste intervalo o plano
secante podera assumir infinitas posicoes
intermediarias, mantendo volumes iguais
(figura 6C). As secbes podem variar desde um
quadrado até o maior retangulo possivel que

i

tem lados iguais a “a” e “a raiz de 2”, sendo
“a" a aresta do cubo.

Figura 6: Plano secante contendo o eixo
quaterndrio do cubo

- Planos contendo o eixo binario.
Girando em torno deste eixo, o plano
também pode coincidir com planos de
simetrias: quando passar pelo centro de duas
arestas, ou quando contiver duas arestas
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opostas. Nas posicoes intermediarias entre
essas situacbes especiais existem
possibilidades infinitas de planos secantes.
As secdes resultantes desses seccionamentos
variam desde o quadrado — quando é plano
de simetria - passando por losangos (figuras
7A e 7B) e chegarem ao hexagono, que sera
regular quando o plano secante contiver o
ponto médio de seis arestas (figura 7C).

& 8 ¥

Figura 7: Planos secantes contendo o eixo bindrio
do cubo

- Planos contendo o eixo ternério.
Girando-se o plano em torno deste eixo ele
também ocupa uma posicdo coincidente
com o plano de simetria que contém duas
arestas opostas, além das demais infinitas
posi¢coes possiveis, conforme exemplificado
na figura 8. As secdes resultantes variam do
losango - quando contém o ponto médio de
duas arestas opostas (em A), passam pelo
retangulo de lados “a” e “a02” - quando o
plano é de simetria (em B) - e diferentes
paralelogramos quando contém pontos
quaisquer de arestas opostas (em C).

Figura §: Planos secantes contendo o eixo terndrio
do cubo

Planos perpendiculares aos eixos

rotacionais

Outro modo interessante de considerar
o0s planos secantes ao cubo é a partir de sua
perpendicularidade em relacao aos eixos
rotacionais (NASCIMENTO et al, 2001).
Quando seccionado perpendicularmente ao
eixo binario, tem-se secgdes retangulares
(9A); secbes perpendiculares ao eixo ternario
serdo triangulos equilateros ou hexagonos,
que tomardo a forma regular quando a segdo
passar pela altura média entre os vértices
opostos (9B); ja as segdes perpendiculares
ao eixo quaternario tero a forma tnica do
quadrado, conforme ilustrado em 9C.

Figura 9. Cubo seccionado em funcdo do eixo
bindrio, terndrio e quaternério.

Gerando poliedros regulares e semi-
regulares

Quando se aplicam seccionamentos
multiplos no cubo em fungao de seus eixos
rotacionais é possivel gerar infinitas outras
formas que sempre apresentam certas
regularidades e propriedades métricas
especiais, como acontece com alguns dos
poliedros regulares e semi-regulares.
Considerando-se a relacao de perpendicu-
laridade entre eixo e plano secante, o
ternario €, dos trés eixos, aquele que se
apresenta como o mais interessante, por
permitir maiores possibilidades de geragdo
de outras formas que conservam determina-



das regularidades. O eixo quaterndrio ndo
propicia grandes resultados ja que os
seccionamentos perpendiculares aos
mesmos sempre serdo paralelos as faces,
gerando apenas prismas retos.

Assim, tomando-se por base planos
perpendiculares ao eixo ternario do cubo é
possivel obter, entre outros, o troncocubo (ou
triaoctogonal) formado por seis octégonos
regulares e 8 triangulos equilateros (figura
10A). A medida que os planos secantes
atingem maiores proporgdes do cubo, novas
figuras vao sendo geradas. Se o plano
secante atingir o ponto médio das arestas, a
figura gerada sera o cuboctaedro (ou
triatetragonal), formado por 6 quadrados e 8
triangulos equilateros (figura 10B). Se o
plano secante avancar um pouco mais para
o interior do cubo, de modo a atingir a quarta
parte da mediana de cada face, o resultado
serd um troncoctaedro {ou tetraexagonal),
formado por 6 quadrados e 8 hexagonos
regulares (figura 10C).
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Figura 10: Poliedros semi-regulares gerados pelo
seccionamento do cubo

O tetraedro regular (figura 11A) é
obtido por 4 planos secantes, cada um deles
perpendicular a um dos eixos de simetria
ternario, de modo a se organizarem numa
simetria de reflexdo dois a dois. Cada um
deles corta a diagonal de trés faces do cubo,
passando por trés vértices distintos. A parte
retirada, no final de cada seccionamento,
tem o formato de um triedro (GHYKA, 1953).
O octaedro também é gerado do cubo a
partir de se¢des perpendiculares aos eixos
ternarios, sendo que deverdo ocorrer duas

segbes em relacdo a cada eixo, dispostos:
numa simetria de inversdo (rotacao de 1802
em relagdo ao centro. Cada plano secante
passa pelo centro de 3 faces adjacentes do
cubo, conforme ilustrado em 11B.

A Tetransm 8 Qo

Figura 11: Poliedros regulares gerados a partir do
seccionamento do cubo

Considerando-se o eixo binario como
referéncia para o seccionamento plano,
também é possivel obter figuras bastante
interessantes. O dodecaedro romboidal é
obtido por planos secantes perpendiculares
aos eixos binarios de modo que tais planos
passem pelo ponto médio das arestas
paralelas de duas faces adjacentes,
conforme figura 12. O poliedro fica
constituido de 12 losangos iguais.

Figura 12: Dodecaedro Rombaoidal

Combinando-se secdes planas
perpendiculares aos eixos binério e terndrio,
é possivel obter-se o semi-regular
denominado rombicuboctaedro ou
triatetragonal e ainda o troncotuboctaedro.
No primeiro caso, os planos secantes
perpendiculares aos eixos binarios deverio
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passar pelos vértices de um octdgono inscrito
em cada face do cubo (figura 13a). Oito
planos secantes perpendiculares aos eixos
ternarios do cubo completam o poliedro, que
fica formado por 18 quadrados e 8 triangulos
equilateros, conforme ilustrado na figura
13b. Na geracdo do troncocuboctaedro os
planos perpendiculares aos eixos binario e
ternario devem conter os lados de um
octégono regular, centrado em cada uma das
faces do cubo, conforme relacgtes indicadas
em 13c. O poliedro fica formado por 6
octéogonos, 8 hexagonos e 12 quadrados
(figura 13d)

Mg Xy

O

Figura 13: Rombicuboctaedro ¢
troncocuboctaedro inscritos no cubo

Ainda dentre os semi-regulares obtidos
diretamente da secdo do cubo ha o chamado
cubo rombo, formado por 6 quadrados e 32
triangulos equilateros. As 6 faces quadradas
ficam contidas nas faces do cubo envolvente,
porém ligeiramente rotacionadas em relagdo a
estas. Qito planos perpendiculares aos eixos
terndrios do cubo envolvente definem 8 faces
triangulares do semi-regular. As demais faces
triangulares sdo obtidas por planos que nio
estabelecem relacdes de paralelismo ou
perpendicularidade com os eixos rotacionais
(Rangel, 1982). Na bibliografia disponivel,

> 46

apenas Martinez (s/d), faz referéncia as relacdes
existentes entre o cubo rombo e o cubo
envolvente, indicando as coordenadas dos

“vértices da face quadrada daquele com a face

deste, conforme figura 14a. O sélido construido
a partir de tais relacbes aparenta apresentar,
em alguns aspectos, uma aproximagdo muito
grande com a seccdo aurea. Assim, a figura foi
refeita seccionando-se o eixo terndrio do cubo
de modo que a distincia entre os planos
secantes que definem faces opostas fosse igual
a segdo area da diagonal tomada como eixo
(figura14b). Em seguida, o quadrado em cada
face do cubo foi desenhado de modo que cada
vértice estivesse no ponto que define a seccao
aurea da intersecdo entre o plano secante
anterior e a propria face do cubo (figura 14c).
O poliedro final é mostrado em 14d o qual,
partindo-se da aresta do cubo tomada como
unidade, apresentou uma diferenca de cinco
centésimos entre as arestas das faces
triangulares e das quadracas. Registra-se que
ndo foi encontrada qualquer mencao sobre
relacdo aurea entre as duas figuras, na
bilibliografia consultada. Entretanto, ainda que
dependente de um maior aprofundamento
tedrico, o resultado aponta nessa dire¢ao.

e n
Figura 14: O cubo rombo e suas relacées com a
seccdo durea



Evidentemente as possibilidades de
geracdo de formas poliédricas, tomando-se
como referéncia os eixos rotacionais do

cubo, sio infinitas. Contudo, partindo-se de ~

algumas relag¢des préestabelecidas os
resultados podem ser muito interessantes.
Assim, ainda considerando planos
perpendiculares ao eixo binério de modo a
seccionar o cubo numa relacdo
convenientemente definida, é possivel obter
um poliedro formado por 12 hexagonos e 6
quadrados com todas as arestas iguais,
conforme figura 15. Nao se trata de um
poliedro semi-regular, ja que ndo poderia ter
angulos sélidos formados por 3 hexagonos
regulares (neste caso a soma dos trés dngulos
seria igual a 360, o que tornaria os nds
planos). Ainda que os hexagonos ndo sejam
regulares, ndo deixa de ser uma figura
especial pelo fato de apresentar dois tipos
de angulos sélidos e manter todas as arestas
congruentes entre si.

P

b

Figura 15: Poliedro convexo formado por
guadrados e hexdgonos ndo regulares em que
todas as arestas sdo iguais entre si.

O icosaedro e o dodecaedro regulares
também podem ser formados a partir do
seccionamento do cubo. Contudo, nestes dois
casos, os planos secantes ndo sdo
perpendiculares ou paralelos aos eixos
rotacionais, ainda que conservem relagoes
de simetria de outra natureza. Tanto o
icosaedro quanto o dodecaedro estabelecem

com o cubo uma relacdo com base na
divisdo aurea de sua aresta (GHYKA, 1953).
A aresta de um icosaedro inscrito no cubo é
igual ao segmento aureo da aresta do cubo,
conforme figura 16a. Assim sdo necessarios
20 planos seccionando o cubo, passando
pelos extremos de trés segmentos aureos
distintos localizados no centro de cada face
do cubo (figura 16b). J&4 o dodecaedro
inscrito no cubo tem sua aresta igual a
diferenca entre a aresta do cubo e a aresta
do icosaedro inscrito no mesmo cubo (figura
16a). Para obter o dodecaedro através do
cubo sdo necesséarios 12 planos secantes.
Dispdem-se 6 arestas do dodecaedro nas 6
faces do cubo, de modo a estarem
centralizadas e ortogonalmente relacionadas
entre si. Cada plano é definido pela
extremidade de um dos segmentos e contém
um outro segmento na face adjacente (figura
16c).

Aresia do cubo

I I3 i
1 E} 1

i er de Dedecnedro

Argsta do lensasdro
[Beginents Aurass

A Seglio Aurea da Aresta do Cubo

Figura 16: Icosaedro e Dodecaedro inscritos no cubo

Consideragdes finais

Evidentemente, os eixos rotacionais do
cubo e o seccionamento do mesmo nio se
constituem novidades no campo geométrico,
sendo bastante explorados na literatura. O
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propdsito aqui foi o de realcar e agregar os
dois componentes, apontando para o fato de
que executar secdes planas com base nos
eixos rotacionais pode se constituir num
método de pesquisa que possibilita uma outra
leitura da forma poliédrica. Nesse sentido,
a utilizacdo da computacdo grafica facilita
o processo de pesquisa e experimentacio.
Programas graficos que operam com precisio
bastante acentuada, como por exemplo o
AutoCAD, permitem a verificagdo e a
checagem das formas obtidas, comprovando
ou refutando hipdteses inicialmente
levantadas. A aproximagao entre o cubo
rombo e a relacdo aurea, aqui discutida, s6
foi possivel tendo a computagio grafica
como ferramenta de representacéo.

Ndo apenas a exploracdo de formas
regulares e semi-regulares inscritas no cubo,
como algumas das quais foram aqui
analisadas, mas infinitas outras
possibilidades se abrem na busca de novas
relagBes. A recomposicio do espaco
tridimensional, utilizando-se das partes
retiradas do cubo quando da obtencio das
formas basicas, também é uma outra
maneira de investigar solugdes criativas no
trabalho com a forma.

Além de propiciar a descoberta de
novas configurages, a estratégia aqui
proposta ainda facilita o estabelecimento de
relacdes entre as formas mais usuais,
comumente tratadas isoladamente,
enriquecendo o conhecimento das mesmas
e abrindo perspectivas para uma aplicacio
mais consciente nos diferentes ramos
profissionais.
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